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Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra I

Blatt 6

Abgabe: Freitag, den 08. Dezember 2023, um 10:00 Uhr in dem Briefkasten Ihres Tutors oder Threr
Tutorin auf F4. Achten Sie auf eine saubere und lesbare Darstellung, heften Sie Ihre einzelnen Bléatter
zusammen und versehen Sie sie mit Threm Namen und dem Namen Thres Tutors / Threr Tutorin.

Beweismechanikaufgabe (4 Punkte)

Es sei (R, +,+) ein kommutativer Ring mit Eins, den wir im Folgenden mit R bezeichnen. Ein Element
x € R heilit Nullteiler von R, wenn es ein y € R, y # 0 mit z -y = 0 gibt. Der Ring R heifit nullteilerfrei,
wenn 0 der einzige Nullteiler in R ist. Ein Element « € R heifst Finheit von R, wenn es ein y € R mit
-y =1 gibt.

(a) Essei z € R, x # 0. Betrachte die Abbildung f: R — R mit f(r) =« -r fiir r € R. Zeige: Ist =

kein Nullteiler von R, dann ist die Abbildung f injektiv.

(b) Zeige: Ist « € R eine Einheit von R, dann ist  kein Nullteiler von R.

(¢) Zeige: Ist R ein Korper, dann ist R nullteilerfrei.
Hinweis: Die Beweismechanik-Abgabe muss als Zweier-Team abgegeben werden. Speichern Sie Ihre ge-
meinsame Beweismechanik-Abgabe in einer PDF-Datei unter einem Namen der Form blblattx-bma-
ihrnachname-nachnameihrespartners.pdf ab, wobei Sie & durch die Nummer des Ubungsblattes, ihrnach-
name durch Ihren Nachnamen ersetzen usw. Laden Sie die Beweismechanik-Abgabe dann getrennt von
den anderen Aufgaben auf der ILIAS-Seite der Vorlesung , Finfihrung in das mathematische Arbeiten
I online unter ,,Abgabe Beweismechanik-Aufgabe — Vorlesung Lineare Algebra I“ hoch. Die Abgabe im
Zweier-Team ist verpflichtend. Pro Zweier-Team bitte nur eine Abgabe!

Aufgabe 6.1 (1+1+2 Punkte)
Sei K ein Koérper und n € N.
(a) Zeigen Sie, dass eine Matrix A € M, (K) existiert, so dass

Mo T Tp

Tn Ln Z1

(b) Sei A € Myxn(K) beliebig und seien 4,5 € {1,...,n}. Finden Sie Matrizen B,C € M, x,(K), so
dass (BAC);; = A;; und (BAC), = 0 fiir alle Tupel (I,m) # (4, j).
(¢) Sei J C Myxn(K) eine Menge von n x n-Matrizen iiber K mit folgenden Eigenschaften:
(i) J enthélt eine Matrix A # 0;
(ii) J ist abgeschlossen unter Addition, d.h., A,B€ J= A+ B € J;
(iii) J ist abgeschlossen unter Links- und Rechtsmultiplikation mit Elementen aus M, «,(K), d.h.,
fiir alle A € J und alle X € M, x,(K) gilt AX € J und XA € J.
Zeigen Sie, dass bereits J = M,,«,,(K) gilt.

Aufgabe 6.2 (1+1+2 Punkte)
Berechnen Sie die Inversen der folgenden Matrizen iiber den jeweiligen Kérperm:

(a) A= ( 1 (1) ) iiber Fy.
1 11
(b) B = 2 31 iiber F13.
3 1 4
1 1 -2 0
(c) C= _23 _72 ; :1)) iiber Q.
-4 -6 6 -1



Aufgabe 6.3 (1+83 Punkte)
(a) Seien K ein Korper und (V, -y, +v), (W, -w, +w) zwei K-Vektorrdume. Wir betrachten U =V x W
versehen mit
+u U xU—=U, (vi,w1) +u (v2, w2) = (v1 +v v2, w1 +w w2)
fir vy,ve € V, wy,we € W und
v KxU=U Ay (v,w) =N v o, wuw)
fir e K,veV,weW.
Zeigen Sie, dass (U, -y, +y) ein K-Vektorraum ist.
(b) Im Folgenden betrachten wir F' := {f | f : R — R} zusammen mit der punktweisen Addition
(f +9)(x) == f(z)+ g(z) und R-Skalarmultiplikation (\- f)(z) := A f(z) fiir f,g € F', A € R. Seien
Fu=A{f e F[VzeR: f(z) = f(=2)},
Fy={feF|VzeR: f(z) =—f(-=)}.
(i) Zeigen Sie, dass (F,-,+) ein R-Vektorraum ist und F;, F» Unterrdume von F sind.
Hinweis: Vgl. Aufgabe 1.4(a)
(ii) Bestimmen Sie F} N Fy und Fy + Fb.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte. (1-+1+1+1 Bonuspunkte)
Seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € K, a € V Folgendes gilt:

(a) ¢c-0=0

(b) 0-a=0

(¢c) cca=0 = c=0o0dera=0

d) (1) a=—a
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